
定义5.1  设R是定义在非空集合A上的一个二元关系，当R

同时具有自反、对称和传递性质时，称R是A上的一个等

价关系。

例5.1：

    1）在全体中国人所组成的集合上定义的“同姓”关

系，就是具备自反的、对称的、传递的性质，因此，就是

一个等价关系；

    2）对任何集合A,考虑R＝A×A,则R是A上的等价关

系；

    3）三角形的“相似关系”、“全等关系”等都是等价

关系；

    4）直线的“平行关系”不是等价关系，因为它们不是

自反的。

    5）幂集上定义的“    ”，整数集上定义的“≤”都不

是等价关系，因为它们不是对称的。

    6）“朋友”关系，则不是等价关系，因它不是传递

的。

例5.2：

    设m为正整数，考虑整数集合Z上的关系如下：                  

          R={(x,y)|{x,y∈Z}∧(m|(x-y))}      

    证明R是一个等价关系。

证明：1) 对任意x   Z，有m|(x-x)，所以(x,x)   R，即R是

自反的。

    2)对任意x,y   Z，若<x,y>   R，即m|(x-y)，所以    

m|(y-x)，因此，<y,x>   R，即R是对称的。

    3) 对任意x,y,z   Z，若<x,y>   R且<y,z>   R，有m|(x-

y)且m|(y-z)，所以由(x-z)=(x-y)+(y-z)得m|(x-z)，所

以，<x,z>   R，即R是传递的。   

    由(1)、(2)、(3)知，R是Z上的等价关系。 ■

  这m个Z的子集具有的特点：在同一个子集中的元素之间都有关系R，而

不同子集的元素之间无关系R。也就是说，通过等价关系，将集合分成若干

子集，使这些子集构成的集合就是Z的一个划分。

事实上，对任意正整数m，Z的任意非空子集A，关系R={(x,y)|(x,y∈A)∧(m|(x-

y))}都是A上的等价关系。

定义5.2 设R是集合A上的等价关系,对任意a∈A,记

[a]_R＝{x|(x∈A)∧((x,a)∈R)}，称A的子集合[a]R为关系R的一个等价类,或叫

作由a生成的一个R等价类。其中a称为[a]_R的生成元(或叫代表元，或典型

元)。    在不会引起混淆时，简记为[a]

定理5.1 设R是非空集合A上的等价关系,则

① 对任意a、b∈A,或者[a]=[b]或者[a]∩[b]=Φ；

② 
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定理5.1 设R是非空集合A上的等价关系,则

① 对任意a、b∈A,或者[a]=[b]或者[a]∩[b]=Φ；

② 

证明:   ①任意给定a、b∈A 。若[a]∩[b]=Φ，则已得证。若[a]∩[b]≠Φ，则存在A的元素

x∈[a]∩[b]。于是x∈[a]且x∈[b]，故有xRa且xRb；又由于R是对称的，于是aRx且xRb；

又R是传递的，故aRb。因此，对任意y∈[a]必有yRa，而aRb，故yRb，即y∈[b] ，

因此得到[a]  [b] 。同理可证[a]  [b] ，故[a]=[b]。

        ②显然成立。■

这个定理告诉我们,集合A上一个等价关系决定了集合元素的一种聚类方式,即分割集合的

方式。 

例：设集合A={a,b,c}，则：   S1={{a}，{b}，{c}}，   

S2={{a,b,c}}，   

S3={{a},{b,c}}，   

S4={{b,{a,c}},   

S5={{c}，{a,b}}   都是A的分划，并且由A只能产生这5个不

同的分划。

定理5.2 设非空集合A的每个等价关系都能决定A的一个分

划，而A的每个分划都能导出A上的一个等价关系。

定理5.2建立了集合上等价关系与分划的紧密联系 

证明: 定理的第一部分结论由定理5.1就可以得到。

    对于第二部分，设S＝{A1,A2,A3,....,Am｝是A上的任意

一个分划。现在定义关系R如下:

即是说,(a,b)∈R当且仅当a和b同属某个Ai。我们证明这样

定义的关系R是一个等价关系。由于S是A的分划,因此对任

何a∈A,皆有aRa,即R是自反的。如果aRb,那么存在Ai，使

(a,b)∈Ai ,从而又有bRa,这说明R是对称的。如果同时有

aRb和bRc,且(a,b)∈Ai ，(b,c)∈Aj。由于当i≠j时

Ai∩Aj＝Φ,所以必然Ai=Aj，即(a,c)∈Ai，也就是aRc成

立。这说明R是传递的。   因此，R是由分划S导出的一个

等价关系。■ 

定义5.4：设R是集合A上的自反的、反对称的、传递的关系，则称R是A上的偏序关系(记为

“    ”,读作“小于等于”)。序偶<A，R>称为偏序集。容易证明：偏序    的逆关系     也是一个

偏序，我们用“     ”表示，读作“大于等于”。

集合A的幂集    上定义的“    ”是偏序关系。<    ,    >是偏序集。

实数集合R上定义的“≤”是偏序关系，<R,≤>是偏序集。

大于零的自然数集合N＋上定义的“整除”关系“|”也是一个偏序关系,<N＋,|>是偏序

集。
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定义5.5           设<A,   >是一个偏序集，对任意x,y    A，如果x     y或y    x之一成

立，则称x与y是可比较的。否则， x与y是不可比较的。

例5.24

集合A={a,b,c}，偏序集<     ,     >中，{a}与{a,b}是可比的，{a}与{b,c}不是

可比的。

偏序集<R,≤ >中，对任意x,y∈A，x与y都是可比的。

偏序集<Z,≤ >中，对任意x,y∈A，x与y都是可比的。

偏序集<N,| >中，2与3不是可比的；2与6是可比的；2与8是可比的；对任

意n∈N+，0与n是可比的。

定义5.6  如果偏序集<A,     >中任何两个元素都是可比较的，则称<A,     >是全

序集，称     为A上的一个全序关系。

例：实数集合上的“≤”关系是全序关系。

定义5.7  设<A,  >是一个偏序集，   。如果<B,  >是一个全序子集，则称B

为A中的一条链。链中元素数目减1称为该链的长度。

例：{36，12，6，3}是偏序集:  <{2,3,6,12,24,36},|> 的一条长度为3的链。

定义5.8

   设<A, >是偏序集，a是A的一个元素。

1)若对任意b∈A,都有b  a,则称a为A中的最大元。

2)若对任意b∈A,都有a  b,则称a为A中的最小元。

3)若对任意b∈A,或者b  a，或者b与a不可比较,则称a为 A中的极大元。

4)若对任意b∈A,或者a  b，或者b与a不可比较,则称a为 A中的极小元。

显然，有限偏序集总存在极大元和极小元。

定义5.9  设B    A，a∈A

若对任意b∈B,都有b    a,则称a为B的上界。

若对任意b∈B,都有a    b,则称a为B的下界。

若元素c∈A是B的任何一个上界,若均有a    c,则称a为B的 最小上界。

若元素c∈A是B的任何一个下界,若均有c     a,则称a为B的 最大下界。

  注意：上下界均针对于子集而言。（参见教材p72，例5.12）
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全序关系的哈斯图必须是 线性链结

构：所有节点能按“上下顺序”排成一

列，没有分支、没有并行节点（即每

个节点最多只有1个直接前驱和1个直

接后继）

定义5.10

        设<A, ≤>是一偏序集，若A的任何一个非空子集都有最小元，则“≤”称为良序关系，简称良序，

此时<A, ≤>称为良序集。          

由上述定义，良序集的任何一个非空子集都有最小元，所以，对任意a,b∈A，集合{a,b}有最小

元，所以有a≤b或b≤a，因此，“≤”一定是全序关系。即： 

  “≤”是良序关系      “≤”是全序关系      “≤”是偏序关系  有限全序集     良序集 

有限偏序集到全(良)序集的转化

在实际问题中,如程序控制流,数据分析流中,有时需要把一个不是全序集的有限偏序集合转

化全序集,或良序集,这就涉及到由一种偏序关系转变成另一种偏序关系的问题。

定义5.11 

        设      、    ′是集合A上的两个偏序关系。如果对    a,b      A,当a    b时必导致a   ′b,则称关

系    ,     ′是可比较的 。

例：‘整除’和‘小于等于’是自然数集上的两个偏序关系,而且‘︱’和‘≤’是可比较的, 

  ∵对任何a,b  N,a︱b时也有a≤b。     

注意:例中的‘︱’是偏序而非全序,‘≤’却是一个全序。

现在问:

      对于任何一个有限偏序集<A,  >,能否在A上定义一个全序 ′,使 与 ′可比较?

      答案是肯定的。我们可以通过所谓‘拓扑排序’的过程来达到目的。

定义5.12  设 和 ′是集合A上的两个偏序关系,如果 和 ′是可比较的，且 ′是全序关系,则称关

系 ′是关系 的一个拓扑排序。由一个给定的有限偏序集构造全序集的拓扑排序算法:  输入:偏序

集<A,    >  输出:全序集<A,  ′>

定义的全序为:     2 ′3  ′6 ′12 ′24  ′36

      由拓扑排序定义的全序关系是什么？完全取决于极小元的选择方法。

       如上例中也可以定义为:    3 ′2  ′6  ′12  ′36  ′24,（因为在<{2,3,6,12,24,36},︱>

中，2和3是不可比的）由此可得:

定理5.3: 

   任何有限偏序集都可以转变成全序集。

      公理集合论中一个很重要的公理，即关于整数的“良序公理”。

      良序公理：设X是Z的一个非空子集合。如果存在a∈Z，使得对所有的b∈X，都有a≤b，则X

中必有一个最小整数。 

字典次序（Lexicographical Order）是模仿字典排序规则的比较算法，

核心逻辑： 1. 从两个序列（字符串、数组等）的第一个元素开始逐位

对比；2. 若某位置元素不同，元素值小的序列整体更小（元素大小按

预设规则定义，如字符的ASCII码）；3. 若前面所有元素都相同，长度

短的序列整体更小；4. 若元素完全相同且长度一致，则两序列相等。
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中必有一个最小整数。 
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